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Cours - Séquence n® 11 - FONCTIONS (IV):
fonctlon logarlthme népérlen

En 1614, un mathématicien écossais, John Napier (1550 ; 1617) ci-contre, plus connu sous le nom francisé
| de Neper; publie « Mirifici logarithmorum canonis descriptio ».
. Dans cet ouvrage, qui est la finalité d’un travail de 20 ans, Neper présente un outil permettant de simplifier
les calculs opératoires : le logarithme.
Neper construit le mot a partir des mots grecs « logos » (logique) et arithmos (nombre)

W'Y Toutefois cet outil ne trouvera son essor qu'aprés la mort de Neper. Les mathématiciens anglais Henri
Briggs (1561 1630) et William Oughtred (1574 ; 1660) reprennent et prolongent les travaux de Neper.
Les mathématiciens de I'époque établissent alors des tables de logarithmes de plus en plus précises.
L’intérét d’établir ces tables logarithmiques est de permettre de substituer une multiplication par une addition (paragraphe II).
Ceci peut paraitre dérisoire aujourd’hui, mais il faut comprendre qu’a cette époque, les calculatrices nexistent évidemment pas,
les nombres décimaux ne sont pas d’usage courant et les opérations posées telles que nous les utilisons ne sont pas encore
connues. Et pourtant l'astronomie, la navxgatlon ou le commerce demandent d’effectuer des opérations de plus en plus
complexes.

Cerp

I- LAFONCTION LOGARITHME NEPERIEN

La fonctlon exponentlelle est deﬁme contmue et strictement croissante sur R

et a valeurs dans ]0 ; +oo], pulsque hm e*=0et 11111 e* = +oo,
X—+00

Ainsi, d’aprés le corollaire du théoréme des valeurs intermédiaires, S "y

| pour tout nombre réel x de ]0 ; +oof, il existe un unique nombre réel y tel que e¥ = x)

On appelle logarithme népérien, notée In, la fonction définie sur ]0 ; + oo[ qui, a tout nombre réel x > 0, associe
'unique solution de I'équation e? = x d'inconnue y. Onnote:y = ln x.

Remarque

Dans le domaine scientifique, on utilise la fonction logarithme décimale, notée log, et définie sur ]0 ; + oof
7 : _ In(x)

par:logx = T
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Dé :
1) Découle de la définition.

2) D’apres 1),sionpose y = In(x),alors x = e? = e!"®

3) D’apres 1),sionposey = e*, alors x = In(y) = ln(e*).
4) €° = 1donc d’apreés 1),In(1) = 0.

5) e! =edonc d’aprés1), in(e) = 1.

-1 l ’ 1 LA . e
6) e = - donc, d’apres 1), In (e) =—1. : ; / /
E&nﬂﬂﬁ ‘ ; /7'

et logarithme népérien sont symétriques par rapport 2 la droite d’équation y = *7

[[D,ansun repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions exponentielle” | F—— / 5

Remargque :
On dit que les fonctions exponentielle et logarithme népérien sont réciprogues'!'une de 'autre.

Dé =
On note respectivement C, et C,les courbes respectives des fonctions exp et in.
Pour tous réels x > 0 et pour tous réels y,
M(x;))€ECn Sy=in(x)

o>x=eY

S MY ;x) € Coxp
Ainsi, Cexp et C;, sont symétriques par rapport 3 la droite d’équation y = x.

Pour touta € R** et pour tout b € R**, et pour toutn € Z, onia :
1)In(ax b) = In(a) + In(b) (relation fonctionnelle).

2) in (3)=-in (b).
3) n (%) = in(a)-n (b
4) n(@a")= nin(a)y

5) In(a) = =

Démonstration

1) Soienta et b deux réels strictement positifs. On a e!" (42) = gp et /(@ +n(b) = pin(@) y Hin(b) — gp
Donc e!"(@h) = ¢n(@) +in(®), donc In (ab) = In (a) + in (b).

o S“’“‘bemﬂ5’$=i¢a'm9»(5‘%)=QNC*) e e e o
im0 (3 0N = Cnfiid gl
doe  In ()4 0, (2):0
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Exemple1

Soit A = [n (144). Ecrire le nombre réel A en fonction de In(2) et de in(3) .
A-Onf1eey =~ [ 2 8=60.(2010,(3)
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[I- ETUDE DE LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1) Lafonction logarithme népérien est dérivable sur ]0; +oof

2) Pourtoutxde]0; +oof, In'(x) = %’?

3) Lafonction logarithme népérien est continue sur ]O ; +oof¥
4) La fonction logarithme népérien est strictement croissante sur ]0 ; +oof.
5) La fb_hgu‘ori logarithme népérien est concave sur ]0 ; +oo[.

6) xli%!r In(x)=-x et J|:l_l’ﬂ, In(x) = +og.

7) Tableau de variations "

X 0 ' 400,

In'(x) *

In(x) o /

Démonstration 2)*
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2
5 1
5 Remarque
» 2 . 2 0
L’axe des ordonnées est asymptote verticale a la courbe ST p S A e L e e e e
représentative de la fonction In. =
-2
Exemple -

Déterminer I'équation réduite de la tangente 2 la courbe représentative de la fonction ln au point d’abscisse 1,
puis au point d’abscisse e.

ey () 142 alx-4) 40
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'1) In(a) ) a=F
2) In(a)<in(b) = a<b

Démonstration : découle de la propriété précédente
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Exemple 1

Résoudre dans ]0 ; +oo[ I'équation 3in (x) —4=8. ! (¢ )
LBXED 30n (Y52
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Exemple 3
Résoudre dans R I'inéquation In (5 - x) > 2In(x + 1).: (I)
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Exemple 4 ;
Une voiture perd en moyenne 15% de sa valeur en un an.
Au bout de combien de temps a-t-elle perdu la moitié de sa valeur ?
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IlI- COMPLEMENTS SUR LA FONCTION LOGARITHME NEPERIEN

1) i

2) Pour tout entier naturel non nul n, li
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Exemple ;
Déterminer lim (x — In(x)). \g c)
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3 g TONCUOL 2 < il 1 105l
nombre réel x de I, associe le nombre In(u(x)).

Si u est une fonction définie, dérivable et strictement positive sur un intervallel,
alors la fonction In u est dérivable sur I et (In u)'= %g

@!smple :
Etudier les variations de la fonction f définie sur R par f(x) = In(1 + e*).
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